1.1.1 Aussagenlogik:

Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert durch (1) 0,1 € AL

)T € ALB)Y,p € AL = —th, =m0, b ANp, Y V @, — ¢, > p € AL

induktives Beweisprinzip: (1) Alle atomaren Formeln haben die Eigenschaft £ (2)

Haben 1 und ¢ € AL die Eigenschaften E, so auch =t und (¢ o ¢) ...

Formeltiefe: (1) d(v) := O fiir atomare 1, (2) d(—¢) := d(¢)) + 1 und (3) d((¢ o

¢)) i= 1+ maa(d(), d(¢))-

Koinzidenzlemma: Sei 1) € AL eine Formel und seien I, I’ zwei zu 1) passende

Interpretationen, so dass I(X) = I’(X) VX € 7(y). Dannist I(¢)) = I'(¢).

Eine Formel 1) ist genau dann erfiillbar, wenn — keine Tautologie ist.

0: \0 =1,V 0 = 0DNF: vni:1/\nj:1yij KNF: /\nz‘:1vnj:1Yij

Logische Aquivalenzen: (1) =(¢) A @) = —p V =, (3 V @) = = A = (2)

Y=p=—p =P AW}VE) =YV ([ Ap) =y

funktional vollstindig: {A, V, -}, {A, =} {V, =} {—, -} {V, -} {—,0}

nicht funktional vollstindig: {A, Vv, —}

Hornformel: Eine AL Formel ist eine Hornformel ¢ = /\i_l\/ ._,Yi; in KNF,
=1V =

wobei jede Disjunktion \/j Y;; hochstens ein positives Literal enthilt. Anmerk. (1)
X1 V... VaXpy, VX = X1 A ANXy — XFirk =0folgtl — X (2)
XV, VX =Xi A AXE — 0

Erfiillbarkeitstest fiir Horn: Fange mit leerer Menge an. Nehme sukzessive alle X;
auf, die mit 1 interpretiert werden miissen ... Ergebnis (falls erfiillbar) ist kleinstes
Modell.

Semantische Folgerungsbeziehung: Ein Modell einer Formelmenge ® C AL, ist
eine Interpretation I, so dass I(p) = 1 fiir alle ¢ € ®. Wir sagen ® = 1) genau
dann, wenn jede zu ® U {t} passende Interpretation, welche Modell von & ist, auch
Modell von %) ist. Es gilt immer: 0 = pund ¢ =1

v E ¢ & ¢ — 1 Tautologie; @ = ¢ < & U {—} unerfiillbar; § = ¢ < ¢
Tautologie; ® |= ¢ und ® |= —p, dann P unerfiillbar; ® unerfiillbar = & = 1 fiir
allevp € AL

Kompaktheitssatz: Sei & C AL,y € AL. (i) ¢ ist erfiilllbar < jede endliche
Teilmenge ist erfiillbar (i) @ = ¢ < IPg C @, so dass Do = 2.

Zorn: Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nach oben be-
schréinkt ist. Dann besitzt (A, <) ein maximales Element.

Konig: Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel w, in dem es beliebig lange
endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Weg in T, der bei der Wurzel
w beginnt.

Klauselmenge: Klausel = endl. Menge von Literalen; [ 1= leere Klausel.

v = /\7L¢:1\/Mij:1Yi.j und \/TVLijzlﬁj = C; endl. Klauselmenge = K (¢) :=
{C1,...Cr}. Die leere Klauselmenge ist erfiillbar. Wenn[J € K, dann ist K uner-
fiillbar.

Resolutionslemma: Sei K ein Klauselmenge, C1,C2 € K und C Resolvente von
C1 und Cs. Dann sind K und K U {C'?} dquivalent.

Resolutionssatz: Eine Klasuselmenge K ist unerfiillbar genau dann, wenn[]€ Res*
(K).Es gilt: ¢ =9 < ¢ A = unerfiillbar

1.1.2 Strukturen und Homomorphismen:

Miichtigkeit: Jede abzihlbare Menge ist endweder endlich oder gleichméchtig zu IN.
Keine Menge ist gleichmichtig zu ihrer Potenzmenge Pot(A) := {B: B C A}
Strukturen: (Universum, Relationen, Funktionen) Signatur: 7 := U R™ (1)U
U Fn(r)

Substruktur: A, B 7-Strukturen. A C B (A Substruktur von ), wenn: (1) A C B
@)Vn € IN,R € R"(1): R* = RBNA"3)VYn € IN, f € F™(7): fA = fB|4
( £ Restriktion von f5B auf A)

Wiihrend beim Begriffspaar Substruktur/Erweiterung die Signatur fest bleibt und das
Universum verédndert wird, ist dies beim Begriffspaar Redukt/Expansion, genau um-
gekehrt. Substrukturen miissen 7-abgeschlossen sein. Zu jeder nicht leeren T-abge-
schlossenen Teilmenge A C B, gibt es genau eine Substruktur von B mit Triger A.
(=induzierte Substr.)

Homomorphismus: (1) Fiir jedes Rel.symbol R € R™(7) und alle a1, ...,an € A
gilt: (a1,...,an) € RA = (may,...,man) € RB. (2) Fiir jedes Fkt.symbol f €
F™(r) und alle a1,...,a, € A gilt: nfA(a1,...,an) = fB(wa1,...,man).
starker ~: (1)’ Fiir jedes Rel.symbol R € R"(7) und alle @ € A™ gilt: a € RA <
ma € RBE. Einbettung: injektiver, starker Hom. Isomorphismus: bijektiver straker
Hom. (A = B). Automorphismus: 7 : A-5A

1.1.3 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

Signatur: 7, 7-Terme, 7-Formeln, Alph(7):= {Rel, Fktn, VAR={vg, ..., vn}, =,
A, V,=,—, 3, Y, (,)}. 7-Terme := T'(7):= (1) VAR C T'(7) (2) wenn t1,...,tn
7-Terme und f € F™(7), dann auch fti,...,¢n. 7-Formeln := FO(7):= (1) sind
t1,to T-Terme, dann ist t1 = ¢o eine T-Formel (2) sind ¢1, . . ., ¢, Terme aus T'(7)
und ist P € 7 ein n-stelliges Rel.symbol, dann ist Pt . . . ¢, eine 7-Formel. (3) wenn
1), dann auch —). (4) wenn 1) und ¢, dann auch (1 A ), (¢ A @) und (¢ A ¢). (5)
wenn v und z € VAR, dann Jx1) und V.

7-Satz: 7-Formeln ohne freie Variablen.

7-Interpretation: I = (A, 3)

Koinzidenzlemma: Sei ¢y € FO(o N 1), (A, 3) eine o-Interpretation und (A’, 3')
eine 7-Interpretation, so dass folgendes gilt: (i) A und A’ haben dasselbe (o N 7)-
Redukt: A[o N7 = A[o N 7. (i) Frei(y)) C Def(8) N Def(8’) und B(z) = B'(z)
fiir alle z € Frei(z). Dann gilt: A = 9[8] & A" = ¢[5'].

Modellklasse von ®: M od(®) besteht aus allen 7-Strukturen A mit A = ®. Klasse
K von 7-Strukturen ist axiomatisiert durch ®, wenn K = Mod(®).

semantische Folgerungsbeziehung: Sei ® C FO(7) eine Formelmenge, ) € FO(T)
eine Formel. Wir sagen, 1) folgt aus ® (kurz ® = ) genau dann, wenn jede zu
® U {+} passende Interpretation, welche Modell von @ ist, auch Modell von ) ist.
Wenn & = {¢} schreiben wir auch ¢ = ¢ anstelle von {p} = 1.

Abschluss: Sei v eine Formel mit freien Variablen 1, ..., xj. Dann nennen wir die
Sdtze Iz ... Jxg und Vg . .. V) den existentiellen bzw. universellen ~ von .
erfiillbar: Formel ~ genau dann, wenn ihr existentieller Abschluss erfiillbar. allge-
meingiiltig: Formel ~ genau dann, wenn ihr universeller Abschluss allgemeingiiltig.
Substitutionslemma: Fiir jeden Term ¢ € T(7), jede Formel ¢p € FO(7), jede
Substitution p : VAR — T(7) und jede zu t[p] bzw. 1[p] passende Interpretation
I gilt: (i) [t[p]]! = [t[p]]T°P. (i) I |= ¥[p] < (I o p) |= 1. Gebundene Variablen
werden nicht ersetzt.

Normalformen: [NNF:] Negationen nur vor Literalen, kein — [PrinexNF:] NNF be-
reinigen, dann alle Quantoren nach vorne [SkolemNF:] Existenzquantoren (3) durch
|Allquantorenl-stellige Funktionen ersetzen.

Auswertungsspiel: MC(Z, 1), Verifizierer V, Falsifizierer F. An Position (¢, 3) geht
Spiel abhiingig von ¢ wie folgt weiter: [¢ Literal] Spiel zuende. Falls A = ¢[0]
gewinnt V, sonst F.

[¥ vV n, 8] Vam Zug, entweder zu ¢ oder n) ziehen.

[9 A m, B] F am Zug, entweder zu ¥ oder 7 ziehen.

[3z9, 8] V wihlt ein a € A und zieht zu 9, B[z /al.

[Vzd, 8] F wihlt ein @ € A und zieht zu 9, B[z /a).

1.1.4 Modallogik:

ML: (mit Aktionen a € A und atomaren Eigenschaften P; fiir ¢ € I): (1) alle aus-
sagenl. Formeln mit AusVar P; (2) ¥, € ML =%#,V,A\,—. (3) ¢ € ML dann
auch (a)|a], wobei (a) fiir 3 und [a] fiir V steht.

[a]0: es gibt keinen a-NF; (a)1: es gibt einen a-NF

Kripkestruktur: }C = (V, (Eq)aca, (Pi)ier. ¥ ist erfiillbar in C, wenn v in K ex.,
mit /C, v = 1. 1, o sind ¢ = ¢ wenn [1)] =[]’ fiir alle zu beiden passenden K.
Bisimulation: Seien K und K’ zwei Kripkestrukturen. Eine Bisimulation zwischen /C,
K ist eine Relation Z C V x V', so daB fiir alle (v,v’) € Z gilt. (D v € P; &
v" € P/ fiirallei € I (2) HIN: Fiiralle a € A,w € V mit v L wex. einw’ € V!
mit v/ % w’ und (w,w') € Z HER: Firalle a € A,w’ € V mitv/ 5 w’ ex.
einw € V mitv = w und (w,w’) € Z Bisimulationspiel: (1) Man spielt auf
einem Pfad (2) Der Falsifizierer verliert, wenn er an einen Knoten gelangt, dem keine
Transition ausgeht. Die Verifiziererin verliert, wenn sie nicht mit der entsprechenden
Aktion antworten kann (v € P; und v’ & PZ.’ ). Sie gewinnt, wenn sie nie verliert, also
wenn KC,u ~ K/ u’.

n-Bisimilaritiit: Das Spiel geht nur iiber n Zige. K,u ~y, K’,u’ Wenn K,u ~
K', ', dann ist auch &, u ~y, K, u’. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Modaltiefe: (1) md(¢)) = O fiir alle Aussagenlogischen Formeln (2) md(—y =
md(y) 3) md(y o ) = maz(md(yp), md(p)) fiir alle o € {V,A,—} (4)
md((a)) = md([a]sb) = md(v)) + 1

ML-Aquivalenz: (1) K,v =1 K',v’, wenn firalle ¢p € ML gilt: K,v = ¢ <
Ko ¢ @ Ko =Y, K0, wenn firalle v € ML md(y) < n gilt
Kok & Ko =

Bisimulationsinvarianz: Modallogische Formeln konnen bisimilare Zustidnde nicht
unterscheiden. (1) K,v ~ K',v' = K,v =pp K0 ) Kyv ~p K0/ =
K,v =%, K',v' Wenn K, v |= ¢ und K,v ~ K’,v" dann auch K', v |= 4. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Sind K, K’ endlich verzweigt, dann: X, v ~
IC/, v & K,v =pmr ’C/, v’

Entscheidbarkeit: Das Erfiillbarkeitsproblem fiir M L ist entscheidbar, denn zu jeder
erfiillbaren Formel ¢ € M L ex. endliche Baumstruktur 7', v mit Tiefe < md(v))
und Verzweigungsgrad < |C(v)|, so dass 7, v |= 9. Also hat ML insbesondere
die endliche Baummodell- Eigenschaft.

CTL: (1) Alle aussagenlogischen Formel iiber {P; : ¢ € I} gehdren zu CTL.
(2) CTL ist abgeschlossen unter A,V, —, . (3) Wenn ¢, € CTL, dann auch:
EX v, AXv, E($U), AWU).

Semantik von CTL: (1) X bedeutet: am néchsten gilt ¢ (2) U ¢ bedeutet: es gilt
solange 1 (auch am aktuellen Knoten) bis ¢ gilt 3) EX v := O (4) AXy = O
(5) F := (1U%): irgendwann gilt ¢ (6) G := ~F—: es gilt immer 1)

Beispiele fiir CTL: (1) EF¢: es kann Zustand erreicht werden, an dem ¢ gilt.

(2) AG—(P A Q): P und Q schlieBen sich in allen erreichbaren Zusténden aus.

(3) AF—): auf allen Pfaden gilt irgendwann ).

(4) AGAF: 9 gilt unendlich oft auf allen Pfaden.

1.1.5 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik:

FO-axiomatisierbar: Eine Strukturklasse C heisst ~, wenn eine Satzmenge & C
FO(r) existiert, so dass K = Mod(®). Wenn @ endlich fiir K, dann endlich axio-
matisierbar.

Beispiele:

Definierbarkeit (in einer Struktur): Sei ¢ (z1,...,z,) € FO(7) und A eine 7-
Struktur. Dann definiert ¢ in A die r-stellige Relation 4 := {(a1,...,a,) : A =
w(aly DR a’l")} C A"

Eine Relation R C A" auf dem Universum einer 7-Struktur ist (elementar) definierbar
in A, wenn R = 1 fiir eine Formel ¢» € FO(r). Eine Funktion f : A”™ — A heisst
elementar definierbar, wenn ihr Graph Ry elementar definierbar ist.

FO-Formeln konnen nicht zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden.
Isomorphielemma: Sei 7 : A = B ein Isom. von 7-Strukturen. Dann gilt fiir alle
Y(x1,...,2n) € FO(T)und alle a1, ...,an € AAEY(a1,...,an) & B =
Y(may,...,man)



Theorie Th(): Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge " C F'O(7) von Siitzen, die
unter = abgeschlossen ist, d.h. es gilt fiir alle 7-Sitze ¢: T' = 1 = ¢ € T. Eine
Theorie ist vollstindig, wenn fiir jeden Satz ¢ € FO(T) entweder ¥ € T oder
- eT.

Quantorenrang gr(v): (1) = 0 fiir quantorenfreie ¢ (2) gr(v) = qr(—) 3) gr(yo
@) = maz(qr(v), qr(9)) mito € {A,V,—, <} @) qr(Gap) = qr(vaoy) =
qr() +1

Ehrenfeucht-Fraissé: Sei 7 endlich und relational, A, Br-Strukturen. (1) Folgende
Aussagen sind dquivalent: (i) A = B (ii) Die Duplikatorin gewinnt das EF-Spiel
G(A, B) (2) Fiir alle m € IN sind folgende Aussagen édquivalent: (i) A=,, B (ii) Die
Duplikatorin gewinnt G, (A, B)

axiomatisierbar: versuchen, Strukturen A € K und B,,, ¢ K zu finden, dann zeigen,
dass die Duplikatorin G, (A, Br,) gewinnt, denn dann kénnen .A und B nicht durch
FO-Sitze unterschieden , also auch nicht endlich axiomatisiert werden.

1.1.6 Entscheidbarkeit:

Sequenzenkalkiil: Sei ® C F'O(o) ein Menge von Sitzen. Ein Satz 1) ist ableitbar
aus dem Axiomensystem @, (kurz & - 1), wenn eine endliche Teilmenge I" von &
existiert, so dass die Sequenz I' = 1) im Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Eine Sequenz
T' = A ist ableitbar aus &, wenn es eine ableitbare Sequenz I', TV = A gibt, mit
IV C &. ® heiBt konsistent, wenn nicht jeder Satz (der entsprechenden Signatur)
ableitbar ist.

Vollstindigkeitssatz: Fiir jede Menge ® C F'O(o) und jeden Satz ¢ € FO(o) gilt:
(D)@ Ey < PF Y (2) P erfillbar < P konsistent.

Lowenheim, Skolem: Jede erfiillbare, abzihlbare Satzmenge hat ein abzihlbares Mo-
dell. (Eine Formelmenge iiber einer abzdhlbaren Signatur ist immer abzéhlbar.)
Kompaktheitssatz der FO: Fiir jede Menge ® C FO(7) und jedes v € FO(r)
(i) @ = 1 gdw. eine endl. Teilmenge ®o C P existiert, so dass Pg = . (i) P ist
erfiillbar gdw. jede endl. Teilmenge von ® erfiillbar ist.

Satz 6.15: Sei ® C F'O(7) eine Satzmenge mit beliebig grossen endlichen Modellen
(d.h. fiir jedes n € IN gibt es ein Modell A |= ® mit endlichem A und |A| > n).
Dann hat ® auch ein unendliches Modell.

Die Klasse aller endlichen 7-Strukturen ist nicht axiomatisierbar in F'O.
aufsteigender Satz v. Lowenheim-Skolem: ¢ besitze ein unendliches Modell. Dann
gibt es zu jeder Menge M ein Modell D |= & iiber einem Universum D welches
mindestens so méchtig wie M ist.

Satz 6.20: Sei A eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur B mit A = B,
aber A % B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse {B : A = B} von .A nicht
axiomatisierbar in F'O.

1.1.7 Sequenzenkalkiil:

Sequenz I' = A ist giiltig wenn jedes Modell von I" auch ein Modell mind. einer
Formel aus A ist, d.h. wenn /\ I'E \/ A.

(1) Jede Sequenz I’ = A mit 'NA # () ist giiltig (Axiome). (2) I", A Menge von AV.
T' = A falsifizierbar gdw. I" und A disjunkt. (3) I' = ) giiltig gdw. I unerfiillbar.
4) 0 = A giiltig gdw. \/ A Tautologie. (5) 1 giiltig gdw. ) = 1 giiltig.

(~=) =A% (=) s
(V=) HEELR028 (V) (RS
(A=) 2R (=n) BESL
(*}:}) F=>A]':?€’[;_>19:519=>A (:>4>) FF:,:/JA:;ZJA_,%
=) s
(S=) posi=s (=5) et
(=) fydo=s (=3 el
wenn ¢ in I, A, ¢(x)
nicht vorkommt.
(V=) dd=s (=V)  rSavad

wenn ¢ in I', A, ¢(x)

nicht vorkommt.
Gegenbeispiele: Wenn ¢ in ', A, 1 (z) vorkommt:
(3 =):T =0,¢%(z) = Pr, A = PcBeg
A=10

(= V): T = Pc, ¥(z) = Pz,

1.1.8 Anleitungen:

nicht endlich axiom. mit EF: Wihle A € K und B, ¢ K (mit lediglich der
m-fachen gewiinschten Eigenschaft [von K]). Also gewinnt die Duplik. jedes Spiel
Gm (A, Bm), woraus folgt, dass kein Satz ¢ € FO(7) A und By, trennt.

K nicht axiom. mit Kompakt.: Angenommen ¢ axiomatisiere K. Bilde ¥ := ® U
Gegenteil . Zu Zeigen: jedes endliche ¥ C PU Gegenteil beschrinkt bis ng ist er-
fullbar. Nach Komp.satz wire dann auch W erfiillbar, das geht aber nicht, da Gegenteil
drin ist.

1.1.9 Axiomensysteme

lineare Ordung:

S = {Voa < z,VaVyVz(z < yAy < z —» z < 2),VaVy(z < y Vo =
yVy<az)}

dichte Ordnung: @;.n: = VaVy(z <y — Jz(xz < 2z Az < y))

diskrete Ordnung: ©g;spre: = Vz(3y(z < y) — Jy((z < y) AVz(z < 2 —
y<2))AVz(Ty(z >y) — Jy(z > y) AVz(z >z > y > 2))

Gruppe: ©Gruppe = VEVyVz((zoy)oz = zo(yoz))AIn(Yy(noy = yAyon =
y) AVzdy(zroy =nAyox =n))

unendliche Menge:

Do = {p>n :n € IN}, 0>, 1= 3$1---3$n/\1§i<j§n$i #

1.1.10 Rechenregeln:

AL:

W=y =—pVe@Q-(YAp) =V -p@) (Ve = A-p@)
INDVP) =AYV O AP) IV (@A) =0V ADVe)
Normalformen:

(1) Fz(p V) = Fzyp V Iz 2) V(¢ A @) = Vo AV

(3-6) falls x nicht frei in @) vorkommt

@)YV Iz =3x(PVe) @ Adre =z A p)

(5) ¢ VVap =Va( V@) (6) Y AVee = V(b A @)

(7) ~Fxp = V- (8) “Vayp = Jx—

1.1.11 Sonstiges:

Formel fiir Ubertrag: Ug(X,, ..., X0, Yn,...,Y) :=0
Um(Xn: e XO, Yn: sy YO) = (Xm—1/\Ym—I)V(Xm—l/\Um—l)V(Ym—l/\
Umfl)



